
1.0 Software de la práctica : 

Además del Statgraphics, usaremos R, versión de libre disposición del lenguaje SPLUS. Es un intérprete de comandos con una gran cantidad de funciones orientado fundamentalmente al análisis estadístico. Se puede obtener en http://cran.R-project.org/. Durante este curso, sólo se usará el R en una actividad de esta práctica.
1.1 Introducción:

El objetivo de la práctica es dar a conocer (MUY someramente)  dos áreas de gran interés: la simulación y la fiabilidad. Comenzaremos definiendo ambas materias:

“Simulación es el proceso de diseñar un modelo de un sistema real y llevar a cabo experiencias con él a través del ordenador, con la finalidad de estudiar el comportamiento del sistema y evaluar las estrategias para optimizar su funcionamiento”.  ( Estadística para ingenieros. R. Ardanuy y Q. Martín).

Nosotros nos limitaremos a dar una ligera introducción a la generación de variables aleatorias, ya que la puesta en práctica de un modelo de simulación requiere de números aleatorios (pseudoaletorios),  pero no iremos más allá, para ello está la materia optativa correspondiente.

En segundo lugar, se define la fiabilidad de un componente (o de un sistema) como la probabilidad de que el componente (o el sistema) funcione en un intervalo de tiempo en condiciones especificadas.

1.2 Generación de números aleatorios:

Es habitual que los programas para la realización de cálculos estadísticos incorporen un apartado dedicado a la generación de variables aleatorias. Nosotros “veremos” cómo hacerlo. En este punto, deberíamos empezar considerando cómo generar valores “aleatorios” de una Uniforme(0,1). 

La mayoría de los lenguajes de programación disponen de alguna función para su generación. Debido a la limitación del tiempo, sólo se proporcionará la siguiente información bibliográfica sobre cómo generarlos y nos restringiremos a utilizar los valores que nos suministren dichas funciones ya establecidas: http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c7-1.pdf (capítulo 7 del  libro on-line Numerical Recipes in C) o http://www.stats.ox.ac.uk/pub/MASS4/VR4stat.pdf  (sobre el generador de números aleatorios de R).

En esta práctica sólo veremos cómo generar valores aleatorios de una variable exponencial y Normal.  Aunque para generar números aleatorios de una determinada distribución podemos utilizar las opciones disponibles en el Statgraphics (Describe>Distributions>Probability distributions; escoger la distribución; libreta; random numbers; disket; save), vamos a generarlos a través de la Uniforme(0,1). Para elegir el tamaño que generará, con el botón derecho del ratón, elige pane options.

Sin embargo, antes de comenzar con la generación de la exponencial, haremos un ejercicio previo (el calentamiento!) para recordarla.

Actividad 1. La exponencial y su papel en fiabilidad.

Para hacer esta actividad, recuerda que para determinar probabilidades de una distribución en el Statgrpahics usamos: Describe> Distributions> Probability distributions; escoger la distribución; con el botón derecho del ratón, en Analysis options  podemos cambiar el valor de los parámetros por defecto. A continuación, en la libreta; Cumulative distributions nos proporciona los siguientes resultados:

Variables discretas y continuas: lower tail area: P(X<x)

Variables discretas y continuas: upper tail area: P(X>x)

Variables discretas: probability mass: P(X=x)

Variables continuas: probability density : f(x)

Recuerda: F(x) = P(X ( x)

Además con Pane Options (botón derecho del ratón), podemos escoger los valores que interesen.

(  El tiempo de duración de un ensamble mecánico en una prueba de vibración tiene una distribución Exponencial con media 400 horas. Calcula:

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el ensamble falle durante la prueba en menos de 100 horas?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el ensamble trabaje durante más de 500 horas  antes de que falle?

c) Si el ensamble se ha probado durante 400 horas sin fallo alguno, ¿cuál es la probabilidad de que falle en las siguientes 100 horas?
En este último apartado acabamos de comprobar la propiedad de falta de memoria de la exponencial. 

Actividad 2. Generación de una muestra aleatoria de una distribución exponencial. Método de la transformada inversa. 


 

Sea F una función de distribución (estrictamente creciente) de una variable aleatoria continua X y U una variable aleatoria uniforme en (0,1). Entonces, X = F -1(U), es una variable aleatoria con distribución F.

Para el caso de la exponencial de parámetro a, tendremos, por tanto:

x = -(1/a) log(1-u), o equivalentemente, x = -(1/a) log(u)

siendo u un valor aleatorio de una variable aleatoria uniforme(0,1).

( Genera una muestra de tamaño 100, de una exponencial de parámetro 2 mediante este método, es decir, primero genera 100 valores de una uniforme(0,1) y luego transforma estos valores (selecciona una nueva columna; edit>generate data). Guarda los valores obtenidos, pues se usarán en otra práctica. Incluye los datos generados en la memoria. ¡Fíjate que tus datos serán diferentes a los de tus compañeros!


( Describe los valores obtenidos, incluye en la memoria: el histograma, la media y la varianza. ¿Cuáles eran los valores de la media y varianza de la población de la que hemos generado los valores? Recuerda que para describir una muestra podemos usar: Describe>Numeric data> One variable análisis, además, con la libreta obtendremos tablas de frecuencias y medidas descriptivas, mientras que con el gráfico conseguiremos diversas gráficas.

Actividad 3. Generación de una muestra aleatoria de una distribución Normal. Recordatorio del teorema central del límite.

Para generar valores aleatorios de una Normal(0,1) vamos a utilizar el teorema central del límite, que visteis el curso pasado.


Teorema central del límite: Sean  X1 , X2 , ...XN  variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tales que E(Xi ) = ( y Var(Xi) = (2 , ambas finitas. Entonces cuando N es grande, la variable aleatoria X = X1 + X2 + ...+ XN  sigue aproximadamente una distribución Normal con media N(  y varianza  N(2.

Vamos a considerar 12 muestras aleatorias independientes de Uniforme(0,1), con lo cual por el teorema central del límite tendremos 
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( N(6,1), y  restándole 6 conseguiríamos una variable Z ( N(0,1). Para generar X ( N((,(2) a partir de Z, basta con invertir el proceso de tipificación: X = ( +(Z.
( Genera una muestra de tamaño 200 de una Normal con media d, siendo d los 4 últimos dígitos de tu DNI y desviación típica 2. Por ejemplo, si tu DNI es:12345678, entonces d=5678. Para ello sigue los pasos siguientes. Genera 12 muestras de tamaño 200 de una Uniforme(0,1), de la siguiente forma: 

Describe> Distributions> Probability distributions; selecciona Uniforme; con Analysis options (botón derecho del ratón) cambia el límite superior para que sea 1. Después en la libreta; random numbers; y para tener un total de 12 x 200 = 2400 valores, en pane options (botón derecho del ratón)  indica que queremos generar 2400 en lugar de 100. Tras esto, en el disket > save y aparecerán los 2400 valores aleatorios en la hoja de cálculo (en una variable que podemos llamar ALE1).

A continuación, selecciona una columna en blanco, y Edit > Generate data. En Expression escribiremos REP(COUNT(1;200;1);12), de esta manera codificaremos las 12 muestras de tamaño 200.

Seguidamente, realizaremos las sumas: Describe > Numeric data > Subset analysis. En data incluiremos ALE1, mientras que en codes la última variable que hemos generado con la expresión anterior. Seleccionaremos la libreta y summary statistics. Después, en pane options (botón derecho del ratón), seleccionaremos Sum. Ahora guardaremos las sumas: selecciona el disket  y  SUMS. Comprueba que  esta variable aparece en la hoja de cálculo.

Para acabar de generar la Normal que queríamos, selecciona una columna en blanco, y Edit > Generate data. En Expression escribiremos d + 2 *(SUMS - 6), o sea, si d = 5678, escribiríamos 5678 + 2 *(SUMS - 6). Incluye estos 200 valores en la memoria y guárdalos para una próxima práctica.

( Vamos a comprobar visualmente que los datos anteriores son Normales, con la media y varianza pedidas, para lo cual incluye en la memoria: el histograma, la media y la varianza de esta variable. Recuerda que para describir una muestra podemos usar: Describe>Numeric data> One variable análisis, además, con la libreta obtendremos tablas de frecuencias y medidas descriptivas, mientras que con el gráfico conseguiremos diversas gráficas.

Existen otros métodos que no se tratarán. En el libro “Estadística para ingenieros” de R. Ardanuy y Q. Martín, podéis encontrar un capítulo dedicado a la simulación.

Para finalizar la práctica, vamos a simular sistemas para verificar su fiabilidad.

Existen diversas configuraciones: en serie, paralelo, combinaciones de éstos y otros sistemas que no están dispuestos ni en paralelo ni en serie.

Supondremos en lo que sigue que el funcionamiento de cada componente es independiente del de los demás.

Por ejemplo, para un sistema en serie (el sistema funciona si y sólo si todos sus componentes funcionan), la fiabilidad del sistema la calcularíamos como el producto de las fiabilidades de sus componentes.
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En una configuración en paralelo, el sistema funciona si, y sólo si, al menos uno de sus componentes funciona.

También existen sistemas k de n. En una configuración k de n, el sistema funciona si al menos funcionan k de los n componentes. Nótese que los sistemas en serie y en paralelo son casos particulares de este sistema con k =n y k =1, respectivamente.

Actividad 4. Simulación de sistemas 3 de 5.

Vamos a simular el funcionamiento de dos sistemas 3 de 5,  con dos conjuntos de fiabilidades. Para esto usaremos R. Pero primero veamos un procedimiento para generar valores de variables aleatorias discretas.

Si tenemos una variable discreta X, que toma valores xi con probabilidades pi (recuerda que sumarán 1) , un algoritmo para simular X sería: 

generar valores de una variable U uniforme(0,1) y hacer X = x1 si U ( p1, y hacer X = xj si 
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( Vamos a calcular la fiabilidad de un sistema 3 de 5, simulando el sistema. La probabilidad de que funcione cada una de las 5 componentes es: 0.9, 0.8, 0.7, 0.6 y 0.5. El siguiente código simula 5 variables, que representan si la componente funciona o no. Así, por ejemplo, para la componente 1, X1 =1 (funciona) con probabilidad 0.9, y X1 =0 (no funciona) con probabilidad 0.1. Para cada componente del sistema, generamos 1000000 valores de una uniforme(0,1), conjuntamente con la indicación de si funciona o no.


c1<-runif(1000000)<.9

c2<-runif(1000000)<.8

c3<-runif(1000000)<.7

c4<-runif(1000000)<.6

c5<-runif(1000000)<.5

Puedes comprobar, por ejemplo, que si calculamos la media de c1, obtendremos 0.9 aproximadamente. Añade este resultado en la memoria:

mean(c1)

Para acabar de simular el sistema, sumaremos las variables y veremos si 3 ó más componentes funcionan:


sumar<-c1+c2+c3+c4+c5

sistema<-sumar>=3

Por último, la fiabilidad del sistema, la podemos calcular mediante la media de la variable anterior:

mean(sistema)

Añade este valor en la memoria.

( Vamos a calcular la fiabilidad de otro sistema 3 de 5. La probabilidad de que funcione cada una de las 5 componentes es: 0.7. En este caso, ( Xi sería una Binomial(5,0.7).  Vamos a calcular la probabilidad teórica y la obtenida simulando el sistema. Primero simularemos el sistema:


c1<-runif(1000000)<.7

c2<-runif(1000000)<.7

c3<-runif(1000000)<.7

c4<-runif(1000000)<.7

c5<-runif(1000000)<.7

sumar<-c1+c2+c3+c4+c5

sistema<-sumar>=3

mean(sistema)

Incluye en la memoria,  la fiabilidad del sistema obtenida mediante simulación.

Ahora calcula la probabilidad teórica (probabilidad de que una variable Binomial(5,0.7) sea mayor o igual que 3) y añádelo en la memoria. Recuerda que en el Statgraphics podrás hacerlo de la siguiente forma: Describe> Distributions > Probability distributions > Binomial, analysis options (botón derecho del ratón) para seleccionar una Binomial(5,0.7), en lugar de Binomial(10,0.1). En la libreta selecciona Cumulative distributions y luego con pane options (botón derecho del ratón), puedes seleccionar el valor para el que deseas calcular la probabilidad. Añade este valor a la memoria.
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